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~ber  aufe inander  abwickelbare P-Flt~chen. 
Von 
B. MLODZ~JOWS~ in Moskau. 
. 
In seinen Arbeiten tiber Differentialgeometrie*) besch~iftig~e sicl~ 
' Peterson  eingehend mit einer Klasse yon Fl~chen, denen nackher A. Vol~ 
(Mathematische Ann~lon 39) den Namen P-Fl~chen beilegte. Sie werde~_ 
dutch die Eigenschaft gekennzeichnet~ ein konjugiertes Liniensystem z~ 
besitzen, dessen Linien zugleich Beriihrungslinien der der Fl~che um- 
beschriebenen Kegel und Zylinder sind. Solche Linien, l~tngs deren e[n~ 
Fl~iche yon Kege]n oder Zylindern beriihrt wird, wollen wit nach PetersoR 
konisc~ resp. zylin~ische Linien clieser Fl~iche nennen. Somit kSnnenL 
wit die P-Fl~ichen als diejenigen Fl~ichen erkl~iren, die ein konjugiertes* 
System konischer oder zylindrischer Linien besitzen. 
Nehmen wit die Parameter der beiden Linionfamflien dieses Systems~ 
als (]au~sche Koordi~ten auf der/J-Fl~iche an, so erhalten nach Pe~ersonL 
die Gleichungen dieser Fl~iche die Form 
(1) x=z+---~' Y=z+~'  z=Z+---~' 
worin a, b, c, l Funl~ionen yon u und ~, fl, 7, X Funktionen yon v s ind .  
Die Spitzen cler Kegel, die die Fl~che ]~ngs der Linien u = const, be -  
riihren, haben die Koordinaten 
da db de 
d~ d~ du 
d~ d~ d~ 
Ebenso hat man f~ir die Koordinaten der Spitzen dot Ber~ihl~xugs- 
kegel l~ings der Linien v ~ const, die Ausdrficke 
*) Zeitsch~ift dot Moskauer Msthem~tischen Gesellschaft, Bd. I, II und di .~ 
Monographie ,,t~ber Kurven uncl Fl~chen" (Moskau u. Leipzig, 1868). ~ber Peters~x~ 
s. StRckel in Bibliotheca Mathem~.tica, 3. Folge, Bd. II und meinen Aufsatz in d~ 
~-~les de la Facultg des S~iences de Toulouse, ~. s~r., t. V. 
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dv dr dv 
d~'  d~ ~ d~ 
dv dv dv  
dl dX Verschwinden ~u und d-~ identisch oder ffir bestimmte Werte yon u 
und v~ so gehen die entspreehenden Kegel in Zylinder fiber, deren Er- 
da db dc resp. da d~ dr zeugende die Richtungen ~ : du : d~ -3~ : d-v : d--~ haben. A]le diese 
Beziehungen sind in der erw~hnten Arbeit yon A. VoB angegeben. Bei- 
l~iufig sei bemerk~, dab die Form der G1. (1) die geometrisch evidente Tat- 
sache best~itigt, dab die Klasse der /~-Fl~chen gegenfiber den kollinearen 
Transformationen des Raumes invariant ist. 
Es ist merkw~irdlg, da~ fast alle bedeu~enden Ergebnisse, zu welchen 
Peterson auf dem Gebiete der Theorie tier Biegung der Fl~ichen gelangte, 
sieh auf die Biegungen yon P-Fl~ichen beziehen. Aus einer Stelle seiner 
ersten russischen Abhandlung ]~13t sich schliel3en, dab Peterson allgemeine 
Methoden ffir das Auffinden solcher Biegungen besaB, und dal3 diese 
Me~hoden in Verbindung mit seinen allgemeineren Untersuchungen fiber 
konforme Abbfldung stehen; leider sind die bez~iglichen Untersuchungen 
Petersons unver~ffentlicht geblieben. 
Bei meinen Untersuchungen fiber die geometrischen Arbei~en Peter- 
sons is~ es mir gelungen, die Frage nach den aufeinander abw~ckelbaren 
P-Fl~chen volls~indig zu bean~wor~en. Da ich aber yon der konformen 
Abbildung keinen Gebrauch mache, so vermute ieh, da~ meine Methode 
mit der Petersonsehen nicht iden~isch ist. Ich will bier die yon mir er- 
haltenen Resultate kurz darlegen, als Auszug aus meiner in der ,,Zei~- 
sehrift der Moskauer Mathematischen Gese l l sehaR" ,  Bd. 24 verSffentllehten 
Arbeit. 
2. 
Die aeh~ Funktionen a , . - . ,  X, die in den G1. (1) auftreten, lassen Ver- 
~nderungen zu, bei welchen h~chstens die Lage der en~sprechenden 
P-Fl~ehe, nicht abet ihre Form sieh ~inder~. Wit k6nnen n:,imlich alle 
ach~ Funk~ionen mi~ einer Kons~anten multiplizieren; dann k~nnen wir 
zu jeder Funkt~on, z. B. zu a, eine belieb~ge Konstante hinzuzuf/igen und 
zugleich dieselbe Konstante yon der entspre~henden Funktion a abziehen. 
Diese beiden Transformationen si d ohne Einflul~ weder auf die Form tier 
i~-Fl~ehe, noch auf ihre Lage. 
~-bt man ferner zwei gleiehe orthogonale Substitutionen m~t kon- 
stanten Parametern auf a, b, c und e~, fl, 7, aus, so en~sprieht das einer 
Drehung der Fl~che um den Koordinatenanfang, eventuell verbunden mi~ 
einer Spiegelung an demselben. F~lgt man endlieh zu den he,den Funk- 
:~4 B. Mr.oDz~JOWSr~. 
tionen eines Z~hlers, z. B. a und a, die Glieder des Nenners lund  X, 
mul~ipliziert mit einer Konstanten k hinzu, so entspricht das einer Ver- 
schiebung der Fl~iche parallel der ~,-Achse um die L~inge k. 
Bei der L~sung der Frage nach den Biegungen einer Fl~che dfirfea 
wit die verscMedenen Lagen dieser Fl~iche als untereinander Mentisch an- 
sehen. Daher werden wir in die Gleichungen einer P-Fl~iche alle die 
Vereinfachungen inffihren k~nnen, die durch die hier aufgez~ihlten Trans- 
formationen erreichbar sin& 
, 
:Es is~ leicht einzusehen, wie sich eine P-Fl~che gestaltet, wen~ 
einige der in (1) aufh'etenden Funktionen sich in Konstanten verwandelr.. 
Sind Z~Mer und Nenner in (1) dutch eine homogene llneare Relatior, 
mit konstanten Koeffizienten verbunden, so geht die ~-Fl~iche in eine 
F~bene fiber; das trit~ speziell ein, wenn einer der Z~hler identisch ver- 
schwindet. Dieser Fall soll yon unseren Betrach~ungen ausgeschlossen 
werden. Wenn ferner eine. der Funktionen, z. B. a, zu einer Konstanten 
wird, so kSnnen wit diese Konstante zu ~ hinzufiigen und a gldch Nul l  
setzen, so dab wir allen Funktionen in (1), die konstant sind, den Wert; 
Null beilegen werden. 
Under den ~-Fl~chen kSnnen auch abwickelbare Linienfl~ichen vor- 
kommen und zwar nur Zylinder und Kegel. Nehmen wir die geradlinigen 
Erzeugenden einer solchen Fl~che als Linien v = const, und w~ihlen 
im ersten Falle die ~-Achse parallel den Erzeugenden des Zylinders, so  
verschwinden a, b, l; ebenso wenn im zweiten Falle der Koordinatenanfang 
in die Spitze des Kegels verlegt wird, verschw[nden a, b, c. Filhren w i r  
eine Koordinatentransformation aus,so sehen wir, dal~ (1) eine abwicke].- 
bare P-Flgche darstellt, wenn zwischen a, b, c, l oder ~, fl, Z, A drei l ineare 
homogene Relationen bestehen. Da die Biegungen der abwickelbaren 
Fl~ichen wohlbekan~t sind, so werden wir diesen F~all yon unserer Be-  
trachtung aussch_liel~en. Wir wollen daher im folgenden voraussetzen, dab  
yon den acht Funktionen in (1) hSchstens nut je zwei Funktionen des-  
selben Arguments verschwinden, wobei auBerdem zwei zusammengehSrige 
Funktionen, wie a und a, 1 und ~ nicht gleichzeitig verschwinden dfirfe~. 
4o 
Da auf einer/~-Fl~che die Linien (u) und (v) ein konjugiertes System 
bilden, so geniigen die Ausdriieke fiir x, y, z in (1) der Gleichung 
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Eine direkte Berechnung aus (1) liefert 
woraus beiliiufig folg~, dab G1. (2) ftir die P-Fl~chen gleiche Invariau- 
ten hat. 
Ersetzen wir in (3) die Chris~offelschen Symbole dutch ihre Aus- 
driicke in den Koeffizienten des Linienelemen~s der P-Fli~che, so bekommen 
wit nach einer einfachen Rechnung 
d l  
dt  ~-~ ---- 0. 
Daraus s dab ~, F, G in der Form dargestelR werden k~nnen 
(4) E=~( l+~) -~~ '  G=~q+~)-~v~ ~-V, F----~-~ (1+~)_ ~ 'N~,  
wo iV eine Funktion yon u, v ist, die sich aus (1) leich~ bestimmen lliS~. 
Wir haben niianlich fiir eine P-Fliiche 
(5) 
E = a}_ , 
du 
~(l-F~t) au~v ~+~ ' 
wobei die. Summenzeichen sich auf die drei Koordinaten ers~recken. 
der Vergleichung dieser Formeln mit den vorangehenden kommt 
(6) iV = ~ + ~ du + a~ o 
L d-u d-~ 
Aus 
Die Integrationskonstan~e ist hier ohne Bedeutung, da sie aus den 
Formeln (4) wegfiilR., 
Die Formeln (4)--(6) haben keinen Sinn, wenn ~ oder ~ zu Kon- 
stanten werden. Wenn wit jedoch diesen Fall als einen Grenzfall be- 
trachten, so sehen wir, dab die Formeln (5) auch bier bei dem Grenz- 
~ibergange bestimm~e Ausdriicke liefern, die mit den flit diesen Fall direk~ 
berechne~en selbstversfiindlich zusammenfallen. 
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5. 
Wit gehen nunmehr zur Untersuchung tiber, ob eine l~-~~gche sich 
in ~ Weize verbiegen l~ifl~, daft das konjugierte System konischer I, inien 
(~)~ (v) nach dem Verbiegen l~onjugiert bleibt. Solche konjugierten Systeme, 
die auf zwei aufeinander abwickelbaren Fliichen sich gegenseitig ent- 
sprechen, heil]en naeh Peterson die Basis der Biegung. 
Es ist leicht einzusehen, dag, wenn bei ether Biegung der P-Flliche 
das konjugierte konische System (u), (v) konjugiert bleibt, die Linien 
(u), (v) notwendig konisch resp. zylindrisch bleiben. In der Tat behiilt 
G1. (2) ftir alle aufeinander abwiekelbaren Fliichen dieselbe Form, da die 
{1:}, {1:} nur yon den Koeflizienten des Linienelements ab- Symbole 
hiingen; ersetzt man diese Symbole dureh ihre Werte (3), so l~iBt sich 
(2) auf die Form bringen 
a,[a(z+ z)] 0. ~uOv 
Hieraus folgr dab die Gleichtmgen einer auf die Plilche (1) mit der 
Basis (u), (v) abwickelbaren Fliiche folgende Form haben mtissen 
(1') x- -  ~'+~" b'+r c'+r" Z+---T' Y-~ t+~- '  z= Z+---T' 
, t , 9 wobei a, b, c" neue Funktionen yon u, a, fl, 7' solche yon v sin& Das 
sind aber Gleiehungen ether neuen 2-Fliiehe, auf der die Linien (u), (v) 
wieder konisch oder zylindrisch bleiben. Soil also eine P-Fliiche derarb 
verbogen werden, dag ihr konjugier~es System koniseher Linien zur Basis 
der Biegung werde, so kann diese ihre Biegung nut eine /~-Fliiche seth. 
, 
Untersuchen wir, unter welchen Bedingungen (1) und (1") zwei auf- 
einander abwickelbare P-Fliichen darstellen. Zuviirderst bemerken wir~ 
dab in diesen Gleichungen derselbe Nenner t + ~ auftritt. Wir bilden 
dann die Koefllzienten E', F', G" des Linienelements der Fl~che (1') 
d~ 
(5') O'-~(z--4- ~ 
E'----- 1 ?2 
2(~+ z) 0u0~ 
_ du  
\dv ] D l--+~  ~'  
~_.z av 
dv 
dl 
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Aus der Vergleichung yon (5") mit (5) kommen wit zu den folge~den 
Bedingungen fiir die Abwickelbarkeit zweier 2-Fl~ichen auf konischer 
Basis: 
au l+~ dl 
du 
0 2 (a -~-~) ' - -2 (a ' -~-d) '=  ~..J \-~v] -- ~ \dv]  
~v l + ~ dZ ' 
dv 
~u~v l +-~ = O. 
Die letzte Gle~chung braucht nicht beriicksichtigt zu werden~ da sie aus 
den beiden ersten folgt; wir wollen sie jedoch im folgenden beibehalten. 
Schreibt man sie in der Form 
~u ~v l + ~ ~ 0, 
so sieht man, dab sie aus dem bekannten Satze yon K~inigs (Comptes 
Rendus, Bd. 116) folgr 
Wit wollen die drRte Gleichung (7) in der Form schreiben 
(8) 27(a + a) ~ -- 2:(a' + a') ~ ---- (l + ~) (m + #), 
wobei meine Funktion yon u, ~ eine Funktion yon v ist. 
halten die beiden ersten Gleichungen die Gestalt 
Alsdann er- 
\du] \du]  du du ' (9) 
\dv] ~ \d r /  d-~ dv 
Wir schlieBen hieraus: 
Um zwei aufeinander abwickelbaxe P-Fl~chen zu finden, muB man 
acht Funktionea yon u und ebenso viele Funktionen yon v bestimmen, 
die den Gleichungen (8), (9) identisch geniigen. Die (~leichungen (1), (1 ~) 
stellen dana die beiden Fl~ichen dar. 
Die Gleichungen (7) gelten nur unter der Bedingung, dab 1 und 1 
keine Kons~anten sind. Jedoch behalten die flleichnngen (8 )und (9) 
auch in diesem Falle ihre GtiltigkeR; man k~nn sich davon entweder dutch 
einen Grenztibergang oder durch direkte Rechnung tiberzeugen. 
Die Oleichungen (8), (9) geben zu einer interessanten Bemerkung An- 
laB. Da dieselben bei der Yertauschung yon l mR m, ~. mit ~ unver- 
i~nder~ bleiben, so kSnnen wit folgenden Satz aufstellen: 
5* 
68 B. ~LODZIEJOWSKL 
' Siad ~.wei anfeinander abwickelbare P-Fl~ichen gegeben, yon denen 
die eine aas der anderea nicht durch Drehung um den Koordinateaanfang 
oder durch Spiegelung an demselben entstandea ist, so erh~ili man zwei 
im allgemeinen aeue aufeinander abwickelbare P-Fl~ichen, fiadem man in 
den Gleichungen der gegebenen Fliichen den Nenner 1 + ;~ durcl~ m +/~ 
ersetzt. 
Die hinzugefiigte Beschr~iakung ist nStig, damit m ~-p nicht iden- 
tiszh verechwinde. 
Ubrigens itberzeugt man sich durch eiae einfache Rechnung, da~, 
wean die beidea gegebenen P-Fl~ichen zuein~nder kongruent oder sym- 
metrisch sind, dasselbe such fiir die beiden abgeleitetea Fl~ichen eintritt. 
Entsteht dagegon das erste Fliichenpaar durch eigeatliche Biegung, so 
gilt dasselbe auch filr das zweite Paar. 
o 
Die Gleichungen (8), (9) kSnnen auf eine symmetrischere Form 
gebra~ht werden. Zu diesem Zwecke fiihren wit je zwei neue Ftmktionen 
yon u resp. v mittels der Gleichungen 
l~=d- l -n ,  m=n' - -n ,  
(10) X - -~ '+v,  ~=~, ' -v .  
ein. Dann gehen die Gleichungen (8), (9) fiber in 
z@ + ~), + (n + ~), = ~(a' + ~)' + (n' + ~'),, 
\du/  ' 
oder kiirzer, wean wit die Summenzeichen beidorsei~s auf alle vier Glieder 
erstrecken, in 
(11) 2:(a -~ a) ~ = Z(a' + a') ~, 
9 X tdv l  .~,~,,,, 
Dies si~ld die Fundamentalgleichungen u~seres .Problems. 
Hat man eia Paar aufeinaader abwickelbarer: P-Fl~ichen, so ent- 
sprich~ demselben eine Liisung der Gleichtmgen ( l l ) ,  (12). Hat mall 
abet umgekehrt ei~e Liisung d{eser Gleichungen, so, kann man daraus 
nicht nut eia einziges Paar, sondern uaendlich viele Paare aufeinander 
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abwickelbarer ~-Fl~ichen ableiten. In der Tat, bringen wit alle Glieder 
jeder dieser Gleichungen auf die linke Seite, so bekommen wir drei l~o- 
grediente 8-gliedrige quadratische Formen. Dieselben kSnnea durch un- 
endlich viele lineare Subs~ituiionen i  sich selbst transformier~ werden~ 
wodurch neue LSsungen der Gleichungen (11), (12) entstehen, welche zu 
neuen Paaren aufeinander abwickelbarer /~-Fl~chen ffihren. 
Man soll jedoch nicht glauben, alle diese Fl~ichenpaare seien yon den 
urspriinglicben wesentlich verschieden. Wenn man z. B. alas Vorzeichen 
eines der Glieder (a + a), (b + fl), (c + 7) abiindert, so entspricht dieser 
Substitution blol3 die Spiegelung der ersten Fl~che an einer der Koordi- 
natenebenen. Anderen speziellen Substitutionen entsprechen Yerschie- 
bungen und Drehungen einer oder beider Fl~chen. Unwesentlich ist ferner 
eine lineare Transformation yon n + v und n' ~ v' mit der Determinante 
1, weft durch dieselbe die beiden aufeinander abwickelbaren P-Fl~ichen 
durch zwei iMlen ~hnliche ersetzt werden, indem der gemeinsame Nenner 
l ~-A nur einen konstanten Faktor ethYlS. 
Dagegen gibt der Zeichenwechsel yon n- t -v  oder n" ~ v' im all- 
gemeinen eine wesentliche Ver~nderung tier P-Fliichen, indem dadurch 
l-~ ~t mit m~ ~ vertauscht wird. Ebenso werden die Fl~chen wesentlich 
ver~nder~ dutch solche Transformationen, bet denen die ersten drei 
Glieder der beiden Seiten, z. B. a + a und a' -t- a', beteiligt sind. 
8, 
Wir haben in w 3 gesehen~ daB, wenn in (I) zwischen den Funk- 
tionen a~ b, c~ I oder ~ ~, Y~ A mehr als zwei ]ineare Re]ationen bestehen~ 
die entsprechende P-Fl~che eine abwickelbare Fl~iche ist. Wit wollen 
jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe Umstand bet den 
Gleichungen (11), (12) anftritt. Dazu ist notwendig, dal3 diese Gleichungen 
bet jeder linearen Substitution nur solche Funktionen a . . .  l, a . . .  ~, 
liefern, die dutch mehr als zwei lineare Relationen verbunden sind. Dieser 
Umstand tritt abet sicher eta, wenn zwischen den acht Funktionen einer 
Art mindestens sechs lineare Relationen stattfinden. Wir wollen z. B. vor- 
aussetzen, dab die acht Funktionen a. . .n ,  a ' . . .  n" sechs linearen Glei- 
chungen genitgen. Wenn wit aus diesen Gleichungen sechs Funktioaea 
(lurch die zwei fibrigen ausdrficken und diese Ausdrficke in die ers~e Glei- 
chung (12) eintragen, so bekommen wit eine homogene quadratische Re- 
lation zwischen den Ableitungen dieser beiden Fnnktioaen. Diese quadra- 
tische Relation l~t  si,ch in zwei lineare auflSsen und liefer~ dana nach 
dem Integrieren eine siebente lineare Relation zwischen den beiden Funk- 
tioaen. Somit lassen sich alle acht Funktionen yon u durch eine yon 
denselben ausdrficken, in welchem Falle~ wie in w 3 gezeigt worden ist, 
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die entsprechenden P-Fl~ichen auf eine Ebene abwickelbar sind. Es zeigt 
sich sogar~ dab dieser Umstand schon bei Ftinf Relafionen zwischen den 
acht Funktionen desselben Arguments ein~ritt, doch ist es mir bisher 
nieht gelungen, davon einen allgemeinen Beweis zu erbringen. Wir wolleu 
daher auch die MSglichkeit yon ffinf lJnearen Rela~ionen vorausse~zen. 
Differentiieren wir (11) nach u und v, so kommt 
(13) 
Erteflt man hier der Ver~nderliehen v verschiedene Werte, so ent- 
da dn" ebensoviele ineare s~ehen zwischen den acht Ableitungen ach u, -u' "'" --d' 
Relafionen; in derselben Weise entstehen lineare Relationen zwischen 
d-~' " "~-d~'  wenn wir u einzelne Wer~e beilegen. Man iiberzeugt sich 
leicht, da~ die Gesamtanzahl der unabhiingigen Reletionen beider Art 
gleich der Zahl der ~lieder der vorstehenden Gleichung, d.h. gleich 8 
ist. Da mehr als ffinf Relationen einer Ar~ sicher zu den auf die Ebene 
abwickelbaren P-Fliichen fiihren, welche wit yon unserer Betrachtung 
ausgeschlossen haben, so bleiben nur noch zwei MSglichkeiten fibrig: Wir 
kiinnen entweder je vier Rela~ionen zwischen den Funktionen yon u and 
denen yon v haben, oder drei Relationen der einen Art uud fiinf der 
anderen. Wegen der Gleichwertigkeit der beiden Parameter u und v 
kSnnen wit im letzteren Falle annehmen, dal3 die Funktionen yon u 
dutch drei, die yon v durch fiinf Relationen verbunden sind. 
Wit wollen zuerst den Fall betrachten, da~ die Anzahl der Rela- 
tionen zwischen da... d n' gleich 4 ist. Wir schreiben dieselben in der 
du du  
Form 
da db  dc  dn  , da" , db' , de" , dn" 
(14) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
da , da" 
P ~ "d-d + . . . .  -P ~ -~ + " " ", 
mi~ den 3~ konstan~en Koeffizien~en p~, . . . ,  s~'. 
Wir se~zon vorl~ufig voraus, dai~ diese vier Gleichungen in bezug auf 
da' db___~' d___~c" d_~n" aufl6sbar sind. Be~rachten wit dana die beiden 
du '  du '  du  ' du  
quadratischen Formen 
a' 
und ersetzen in der zweiten die Ablei~ungen -~- . . .  dureh ihre Ausdriicke 
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in du"'cla aus (14), so erhalten wir zwei definite Formen in den n~mliehen 
Veri~nderl~chen da ctn Diese beiden Formen kiSnnen bek~nntlieh dureh 3-~"" d-~" 
eine reelle lineare Substitution in Summen yon Quadr~ten verwandel~ 
d A d B d C d lq" bezeichuen werden, deren neue Argumente wit mit 
du ~ du ~ du ~ du  
wollen. Alsdann verwandeln sich die beiden Summen in 
und 
wobei alle h reelle endliche ZaMen sind. Setzen wir 
dA dA' dB dB' dC dG' h dN dN" 
(15) h~-Kff=-~ff, h~6-=-~(~,  h~--ffu=--~u , ~-~ ~-ff, 
so nehmen die beiden Formen die Gestalt 
an. Ffihren wir dieselbe Transformation i G1. (11), (12) aus, behalten aber 
s~at~ A, A ' . . .  die allen Bezeichnungen a, a' . . .  bei, so ~ndern diese Glel- 
chungen ihre Form nicht, da unsere Transformation die Quadratsummen 
auf den beiden Seiten in Quadra~summen iiberfiihrk Die Gleiehungen (14) 
werden aber durch die nachstehenden rsetzt 
da da" db db" dc de' h dq~ dr; (16) 
Bisher hat,on wit vorausgesetzf, dab G1. (14) in bezug auf da.__..~'.., dn._..~" 
d~ du 
aufliisbar ist. Sollte diese Bedingung in einzelnen Fi~llen nicht erfiillt 
sein, dann kSnnen wit die Koeffizienten yon (14) etwas ab~ndern und 
dann zu unserem F~lle als zur Grenze fibergehen. Man sieht leicht ein, 
dal~ bei diesem Grenzfibergange unsere erthogonale Substitution nie 
unm~glich~ sondern h~ehstens unbes~immt werden k~nn, in welchem Falle 
wir aus der unendlichen Menge m~ig|icher Substi~u~ionea ine ]3eliebige 
ausw~hlen kiinnen, um den linearen Rela~ionen (14) die Form (16) zu 
geben. Der einzige Unterschied besteht darin~ dai~ in diesem FaUe 
einige yon den Zahlen hi, - . . ,  h~ unendlich oder unbes~immt werden~ was 
tlbrigens fiir das Folgende gleichgtil~ig ist. Wird z. B. in der (~lelehung 
da da' da ]h ~-~----- ~-ffu die ~riil~e h 1 unendlich, so ist die Gleichung dutch ~uu----0 
zu ersetzen; wird h I abet unbestimmt, so hat man die beiden Gleiehungen 
da da" 
h-~ = 0, ~-~0.  
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Ist ferner dis Anzahl der Gleichungen (14) bloB gleich 3, so kSnnen 
wir dBnselben eine beliebige vierte lineare Gleichung hinzuffigen, die wir 
nach Ausf~lhrung der orthogonalen Substitution wieder fallen lassen. 
. 
Wir kSnnen die Bedingungea (16) auf drei verschiedene Formen 
zurfickffihren. Betraehten wit eine Relation 
da da" 
(17)  h = 
so sind clrei F'~le zu unterscheiden, je nachdem der absolute Betrag yon h 
1 ist. Ist z.B. lh t> 1, so k~nneu wir in (11), (12) sta~ (a-~-a) 
und (a' + er folgende Ausdr~icke insetzen 
1 
1 + - (a' + Vh ' -1  
- -  [(a + a) --  h (a ' -b  a')], 
wodurch G1. (11), (12) keine wesentliche Veriinderung erleiden. Be- 
zeichnen wir abet diese Ausdrtieke wieder mit (a + a), (a" + a'), so ns 
unsere Relation (17) die einfaehe Form 
da 
- -~0 '  du 
an. Ebenso verwandelt sich (17) bei l h l~  1 in 
da" 
~ 0 ,  du 
Ist endlich I hl -~ 1, so kSnnen wit immer h = ~ 1 setzen, da wir in 
(11) nStigenfalls die Vorzeichen der einzelnen Glieder ver~ndern k(innen. 
Somit kSnnen die Relationen (16) zwischen den Ableitungen der acht 
9 . n" nach u immer auf die drei Formen zuriiekgeftihrt :Funktionen a, ., 
werden: 
(18) aa da" da da" d - -O ,  -g~=O,  ~=-~.  
Wir wollen nun voraussetzen, dab zwisehen den Ableitungen der 
Funktionen a, . - - ,  n' tats~chlich eine gewisse Anzahl yon Relationen yon 
clef Form (18) besteh~. FtIhren wir diese in (13) ein, so bestehen keine 
wei~eren linearen Beziehungen zwischen den fibrig gebliebenen Ableitungen: 
nach u; es mtissen daher die Koeffizienten dieser Ableitungen iden~iseh 
verschwinden. Untersuchen wit, welehe Beziehungen zwischen den Ab-  
leibungen ach v daraus entstehen. Kommt irgend eine Ableitung nach u, 
da 
z. B. ~-~, in den Bedino~ngen (16) nieh~ vor, so bleib~ sie aueh in (13) 
bestehen und ihr Koeffizient muB verschwinden; wir haben somit 
dv 
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Geniigt dagegen a der Bedingung d a ~-~ = 0, so verschwindet diese Ab- 
da 
lei~ung aus (13), und ihr Koeffizien~ ~vv in (13) bleibt frei. Sind endlich 
a und a' dutch die Relation 
da da' 
du du 
verbunden, und eliminieren wit mittels derselben aus (13) die Ablei~ung 
d a' d a a a' und es folg~ ~- ,  so erh~lt ~-~ den Koeffizienten d~ 
dv dv 
da da" 
dv dv 
Folglich kSnnen die Beziehungen zwischen den Ableitungen nach 
~n dreifacher Form dargestellt werden: 
da' do: da' (19) 4~ = O, = O, - - .  
Von den Beziehungeu (18), (19) zwisehen den Ableittmgen der Funk- 
~ionen a , . . . ,  u' kSnnen wir zu den Beziehungen zwischen diesen Funktionen 
selbs~ iibergehen. Aus 
da 
~ 0  du 
folg~ 
a ~ k ~ eons~. 
D~ aber a in (11) nut in der Verbindung a + a auftritt, so kSnnen wir 
k zu a hinzufiigen und setzen 
(20) 
Ebenso fiihrt 
a~O.  
dv 
zu 
(2 t )  ~ = o ,  
wobei die beiden Beziehungen a ~ 0, ~ = 0 niemals zusaramen efiatreten 
dfiffen. 
Bestehen endlleh die beiden Relationen 
d~ du ' dv r ' 
die~ wie wit oben gezeigt haben, immer gleichzeitig vorkommen, so-er- 
geben dieselben 
a + a = a '+ a '+ 2k, 
wobei k eine Konstante ist. 
Diese Gleichung kann dureh zwei andere ersetzt werden 
(23) a + a ~ ~ + -K --k k, a' + d = g -.k-~ - -  k ,  
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wo ~, ~ zwei neue Funktionen yon u resp. v bezeichnen. Setzen wit diese 
kusdrtlcke in (11), (12) ein, so verschwinden die entspreehenden Glieder 
aus (12), w~ihrend in (11) auf den beiden Sei~en die Ausdriicke 
+ -- 2 (a  + 
bleiben. Is~ k = 0, so verschwinden aueh diese. Ist aber k yon Null ver- 
schieden, so kSnnen wir in (11) k~, k~ durch a, ~ ersetzen, was dem 
Werte k-~ 1 eatsprechen wtirde. Somit kann man immer in (23) ent- 
weder k = 0 oder k = 1 setzen und es folgt aus (22) entweder 
a+a=a'+a"  
oder 
a-4 -a - - l~a '+a+l .  
10. 
Nunmehr sind wit imstande, alle L6sungen der Gleichungen (11), 
(12) und damit alle aufeinander abwickelbaren t)-Fl~hen anzugeben. 
Wie wit sahen, kSnnen aus jeder L6sung dieser Gleichungen unendlich 
viele neue LSsmagen abgelei~et werden mi~tels Iinearer Substitutionen, die 
diese Gleichtmgen in sich fiberffihren. Diese Substitutionen setzen sioh 
zusammen aus or~hogonalen Substitutionen, welche auf jede Seito dieser 
Gleichungen ausge~ibt werden kSnnen, und aus einer Substitution, durch 
welche Glieder der beiden Seiten miteinander verbunden werden. Wir  
kSnnen n~imlich in (11), (1~) die Ausdriicke 
a + % a' + a' 
dureh 
(24) g(a "4- a) + h(a' "4- a'), h(a + a) + g(a' + d) 
ersetzen, wobei die Konstanten g, h dutch die Bedingung 
g~ -- h ~ = 1 
verbmaden sind. 
Alle Liisungen der Gleichungen ( l l ) ,  (12), die auseinander durch 
lineare Transformationen erhalten werden kiinnen, wollen wit zu einer 
Ovappe reehnen, und es geniigt, aus jeder Gruppe nar eine LSsung zu  
finden, um alle tibrigen zu haben. Jede Gruppe yon LSsungen wird durch 
die Besehaffenhei~ der llnearen Relationen eharakterisiert, die nachw 8 
~wischen den Funktionen in (11) stattfmden miissen. Durch geeigne~e 
lineare Transformationen kiinnen wir diese Relatione- auf die Formen 
(20), (21), (23) bringen, und die ZaM der Relationen jeder Form ist es,  
die die verschiedenen Gruppen ton L~isungen voneinander unterscheidet. 
Die Uniersuehung aller hier miigliehea Fiillo bietet keine Sehwierig- 
keiten; wir wollen hier blo$ ihr Endergebais angeben. Es zeigt siel~: 
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wenn wir nur solche P-Fl~chen haben wollen, die auf die Ebene nicht 
abwickelbar sind, so ist notwendig, dal] zwischen den FunkCionen yon 
u und denen yon v je  vier lineare Relationen bestehen; yon diesen daft 
hSehstens ein Paar die Form (23) haben. 
Es lassen sich daher alle L(isungen der Gleichungen (11), (12) in 
zwei Gruppen ver~eilen, je nachdem in der beziiglichen linearen Relation 
die Form (23) vorkornmt oder nieht. Jede Gruppe zerf~llt in Unter- 
gruppen, die sich dutch die Verteilung der Relationen der Form (20), 
(21) zwischen den beiden Seiten yon (11) unterseheiden. Es wird sich 
jedoch zeigen, dal3 diese Untergrul~pen sieh voneinander nieht wesentlich 
unterscheiden, da sie dutch Iineare Substitutionen, allerdings mi~ imagi- 
miiren Koeffizienten, ineinander tibergehen. 
11. 
Wir wollen nun die erste Gruppe der LSsungen betrach~en. Hier hat 
ein Paar yon Re]ationen die Form (23); wir wollen dieselbe auf die 
Glieder n ~ v, n'-~ v' beziehen und setzen 
indern wir die Konstante k unbestimrnt .]assen, urn aueh den Fall k = 0 
einbegreifen zu kSnnen. Die iibrigen sechs Relationen verteilen sich auf 
die librigen Glieder der Gleiohung (11). Ale erste Untergruppe betrachten 
wit die, bei der unter den drei Relationen yon der Form (20) sich zwei 
auf die eine und eine auf die andere Seile der Gleichung (11) beziehen. 
Dann rniissen die Relationen (21) sich umgekehrt ver~eilen. Somit haben 
wir in diesern FaUe folgende Beziehungen 
(I,i) a'=0, b'=0, c=0, 
a~O,  /~=0,  y'=~O. 
Die Gleichungen (11), (12) verwandeln sich hier in 
(25) 
"2 
Wiihlen wir hier ffir a, b, a', ~" beliebige Funktionen, so werden aus 
r beiden letzten Gleichungen c', 7 dureh Quadraturen bestirnrnt:, worauf 
sich aus der ersten Gleichung ~-~ ~ ergibt; den verschiedenen Wer~en 
der Konstante k entspricht hier eine Schar ghnlicher Fliichen. 
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Beziehen sieh alle drei Rela~ionen yon der Form (20) auf die eine 
Sei~e der Gleichung (11), so entsteht die zweite Un~ergruppe 
n-k -v=~q-~+k,  n 'q -d=~ + ~- -k ,  
.(I~2) a" = O, b" = O, c" = O, 
a=O,  f l=O,  ~=0.  
Die ~leiehungen (11), (12) nehmen hier die Form an 
a ~ + b ~ + c ~-4- 4k(~ + ~) = a '~ + fl'~ + 7 '~, 
(da ',~ jd~'\2 ldz'~2 + + =o.  
Es isi leicht zu sehen, da$ dieser Fall in den vorhergehenden leich• 
transformiert werden kamn. Ersetzen wit in (26) c, 7' durch ic', i 7 und 
bringen diese Glieder auf die anderen Seiten der (~leiehungen, so erhalten 
wir (25); letztere Transformation ist aber ein Spezialfall yon (24) s 
g=o,  h - - - / .  
Es ist zu beaehten, da$, obwohl die ~1. (26) nur imaginKre L6sungen 
zulassen, wir jedoeh auch hier reelle P-Fl~ichen erhaRen kSnnen. Wir kSnnen 
ngmlich u, v als konjugier~ komplexe Vergnderliche be~raeh~en u d a, b, c 
konjugier~ zu it~'~ ifl', i 7' wiihlen. Wenden wit damn auf alle Glieder 
1 i yon (26) auBor ~-1-~, die Transformation (24) mit g-----~, h = an, 
so verwandelt sich die ers~o dieser Gleichungen in 
(a + ia')~ + (~' + 0 ' ) '  + (c + it ')  ~ + 8k(~ + ~) 
= (Ca + ,~')' + (~b + y) '  + (ie + ~,')'. 
Alle Glieder sind bier roell und kSnnen zur Bes~immung zweier reeller 
P-Fl~ehen dienen. 
Als Beispiel wollen wit setzen 
a + t~ = 2 sinu, 
a" +a '= 2, golv, 
bier haben wir 
O+f l=2eosu ,  c+7=2@ir tv ,  n+v=u~+v=-+- l ,  
b '+f l '=2v ,  c '+7"=2u,  n' +v '=u~+v~- -  1, 
also den Fall (I, 1), 
friedigt, und wit haben naeh (10) 
1 + Z = 2(u ~ + v~), 
a '~0,  b'~-0, c=0,  
a=O, t~O,  r'=O, 
n + v =--n' + v' + 2, 
Die Gleiehungen (11), (12) werden idon~isch be- 
m+#--- - - - -2 .  
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Dann liefem (1), (1~ zwei folgende aufeinander 
Fliichen 
sin u cos u ~ in  v 
x" -~- ~o~ v , v Z' -~- u 
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Vertauschen wit l + ~ mi tm + ~ und multiplizieren mi~ --1, so be- 
kommen wir eia anderes Fl~ichenpaar 
x=s inu ,  y=cosu ,  z=~i t tv ,  
x '=~fu ,  y'----v, z ' - -u .  
Diose Oleichungen stellen zwei Zylinder dar. Wendell wir abet auf 
dieselben die Transformation (24) an, so bekommen wit zwei aufeinander 
abwickelbare Translationsfiitchen 
x---- s iau ,  y =gcosu  + by,  z-~ ~inv. 
x'=@0Iv,  y '=hcosu+gv,  a '=u,  
g~ -- h a ~ 1. 
12. 
Wit wenden uns jetzt zu der zweiten Gruppe yon L~isungen, bei 
der keine der linearen Rela~ionen die Form (23) hat. Hier entstehen 
obenfalls Untergruppen, die davon abhilngen, wieviele Relationen yon der 
Form (20) jeder Seite tier Gleichtmg (11) entsprechen. Es kSnnen ni~m- 
lich entweder jeder Seite je zwei Relationen entsprechen, oder einer Seite 
drei und der anderen eine, oder endlich kSmlen alle vier Relationen sich 
auf eine Seite beziehen. Das llefert folgende drei Un~ergruppen: 
a'--~0, b '~0,  c~0,  n=0,  
(II, 1) 
----0, ~----0, ~"-----0, v'~O, 
Dio Gleichungen (11), (12) ergeben hler 
a ~ + b ~ + 73 + v ~'= a' ~ +/~' ~ 
/da  2 [dbt~ ~ /dc ' \~  + (27) + ~du/  
dv]  - -  \d r /  - -  \ -dv ]  + 
Die erste Gleichtmg zerf~llt in zwei andere 
a~ + b~ -l- k = c '~ + n "~, (28) 
wobei k eine Kons~ante bezeichnet. 
t2 +c'~ +n , 
du/  
d r /  
78 B. Mro.z~Jowsm, 
Differen~iieren wir die erste Gleichung (28)und verbinden sie mit~ 
der zwei~en Oleiehung (27), so bekommen wir 
da ~ db ~ . db'~  (a ~ + b~ + k)[(du) +'(~u) ~ -- (a da ~+o~} 
V[\dc" ~ [d, , , , . ' .  -1 
\du J (c' + 
dd a~'y 
- -  - -  "~ du] ' 
oder 
(n, aC'_c,a~'),=(b aa db\, da ~ 
- -  \du /  J "  
Zieht man hier beiderseits die Quadratwurzel aus, dividiert dutch dio 
erste Gleichung (28) und integriert, so bekommg man 
fV( " 
and obenso 
db\~ da ~ db 
o 
du. 
f V d~, dv'~ d~, 37 r hX]-- \a~/ J dr. 
t 9 9 Dieso Formeln, zusammon mit (28), driicken c, n, a, ~" durch a, b, r, v 
aus. Die bei der Integration auftretenden KonstanSen entsprechen ortho- 
gonalen Substi~utionen in c, und a, 
Die beiden anderen Uatergruppen sind die folgenden: 
a '=0,  b'=-O, c'=O, n=O,  
a==0, ~=-0, 7=0,  v '=0,  
a s + b ~+ c ~ + v ~-  a '~+ ~" +7 ,~ + n '~, 
da ~, 
kZ;) + \a~l - \~,~s, 
(~y  . a~" ~ (d~'y= id~V. 
\dr /  \dv] 
a'=O, b'=O, c'=O, n'=O, 
a=0,  ~=0,  7=0,  v~-0, 
t2  a~+b2+d+n ~ a'~+fl'~+~,'~+v , 
( ~ if-' O~ 
(~.'y, do' ~ (d,y_ (~) + o, 
Diese beiden Unterg'ruppen kSnnen aus tier ersten (II, 1) durch ~-  
selbe imagin~re Transformation abgelei~et werden, dutch die wit (I, 2 )  
aus (I, 1) erhalten haben. Obwohl in (II, 3) nut imaginKre LSsunge~.- 
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m6gHch slnd~ k~nnen wir auch hier reelle P-FIKchen erhalten. Dazu 
miissen wir, ~ihnlich wie in (I, 2), u~ v konjugiert imaginiir nehmen und 
zugleich die Funktionen a, b, c, n konjugier~ imaginiir zu ia ,  i~', Jr', 
iv" w~hlen. 
Als Beispiel nehmen wit 
a +a =-~iltku, b -+f l=s inkv ,  c+7=coskv  , n+v =k~o~u~ 
a '+a '=k~inu ,  b '+f l '=ks inv ,  c '+? '=~ofku  , n '+v '=keosv ,  
wobei k eine Konstante ist. 
Hier is~ 
b----O, c=O,  b '=0,  n '=0,  
a=0,  v=0,  a '=0,  ~"=0,  
was, abgesehen yon der Bezeiehnung, dem Falle (II, 1) entspricht. Man 
~iberzeug~ sich, da$ diese Werte den Gleichungen (11), (12) gentlgen. 
Bereelmet man 1 + it aus (10), so bekommt man aus'(1), (1') die Glei- 
chungen der beiden anfeinander abwickelbaren /)-Fliichen 
~in ku sin kv cos kv 
x--~ ~oiu_t_cosv ~ Y-- ~ofu+cosv' z= ~ofu+cosv' 
(29) , k Bin u y, _~ k sin v z' = ch ku 
x = ~oiu+ cosy' ~oiu + cosy' ~oiu + cosy' 
wobei zur Vereinfachung alle Ausdriicke mit k multipliziert worden sind. 
Uben wir auf c + 7, c' + 7' die Transformation (24) aus, so ent- 
stehen allgemeinere Gleiehungen, indem die Ausdr~ieke yon z, z" die Form 
erhalten 
h~ofku+ gcoskv Z' g~o~ku--~ hcoskv 
(29') ~0iu+cosv ' ~olu+cosv ' 
g~ -- h ~ ---- 1. 
Diese Gleichungen sind yon Peterson 1866 angegeben worden. Sie 
kfnnea augenscheinlich noch weiter verallgemeiner~ werden, wenn man 
die Transformation (24) auf die beiden fibrigen Koordinatenlaaare an- 
wendet. 
13. 
Aus dem Vorhergehenden l~iBt sich schlieBen, alas im allgemeinen 
eine /)-Fliiche in eine andere yon ihr wesentlich verschiedene />-FFache 
nicht verbogen werden kann. In der Tat, ersetz~ man n, n', v, v' dutch 
ihre Ausdriicke (10), so folgt aus w 8, dab die acht Funktionen a, a', 
b, b', c, d, l, m dutch vier lineare Relationen und ebenso die acht iibrigen 
9 t t Funk~ionen a, a, [J, [J, ~, 7~ ~, ~t durch vier andere lineare Relat~ionen 
verbunden sind. Dutch eine entsprechende V r~nderung der Lage der 
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beiden P-Fl~chen in bezug auf den Koordinatenanfang kann man abet 
~te~s erreicheu, dal~ die Funktionen l, m, X, ~ nieht mit den tibrigen Funk- 
tionen linear verbunden seien. Trier z. B. in ether linearen Relation die 
Summe a A-kl auf, so verschieben wit die erste Fl~iche parallel zur 
a --~ ee 
x-Achse um die L~uge k. Dann muB man den Ausdruck x ~ ~ durch 
den anderen 
(a + k/) -~- (a -~- k~) 
X~ zA-~ 
ersetzen. Somi~ kommt an die S~elle yon a die Summe a A-kl~ und in 
unserer llnearen Relation muff umgekehrt a-4-lcl dutch a ersetzt werclen. 
In dieser Weise kA.nn 1 aus jeder linearen Relation entfernt werden, 
welche eine der Funktionen a, a', b, b', c, c" enthiilt, Ebenso iiberzeug~ 
man sich, da$ eine lineare Verbindung yon m mit dieseu sechs Funk- 
r vermieden werden kann. Differentiieren wir n~mlich (8) nach u 
und v~ so folgt iihnlich wie in w 8~ daB, wenn a mit m linear verbunden 
ist, und diese lineare Gleichung die einzige ist, in der a und m zusammen 
auftreten, eine zweite lineare Relation vorhanden sein mul~, die a mit 
verbindek Aus der letzteren kann man aber /t wegschaffen miitels des- 
~elben Verfahrens, welches oben auf l angewandi wurde; dann wird auch 
m aus seiner Verbindtmg mi ta  versehwinden. 
Da die Funktionen a~ b~ c~ 1 im allgemeinen dutch keine linearen Re- 
lationen verbunden sind~ so lassen sich aus den vier lineareu Relationen 
t t t uwischen a, a', b~ b', c, c'~ l~ m die Funktionen a, b ~ c, m dureh a~ b, c~ l 
ausdriicken, wobei nach dem Vorangehenden die Ausdriicke fiir a', b'~ c" 
nut a, b, c, nicht abet 1 erhalten. Setzen wit diese kusdriicke in (9) ei~ 
und beachten, dal3 wit zwischen a~ b, c, l keine spezielle Abh~ingigkefl5 
folgt daraus, daft dutch unsere Substitution voraussetzen, so \du]  
in. "~ \du](da~ iibergeht. Diese Substitution entsprieht folglieh einer Dre- 
hung der urspriinglichen P-Yl~icho um den Koordinatenanfang, eventuell 
verbunden mit einer Spiegelung, so da~ die zweite /~-Fl~iche der Form 
nach yon der ersten nicht versehieden ist. Nur solche T-Fliiehen k6nnent 
in andere _P-Fliichen verbogen werden, deren Gleichungen mit den LS- 
sungen (I, 1)--( I I ,  3) in w167 11, 12 in Verbindung stehen. 
14. 
Bisher hat~en wir nach Paaren yon aufeinauder abwickelbaren P -  
Fliichen gesucht. Wir wollon nun uutersuchen, ob e,s solche P-Fli~che~ 
gib~ die kontinuierlieh in. andere'LP-Fl~chen verbogeu werden kiinnert 
nnter der Bedingung, dab das Liniensystem (u~ v) bet dem Verbiegen der  
Fl~che ein konjugiertes System bleiben sell. Mit anderen Worten: w i t  
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fragen nach solehen kontinuierlichen Schare~ yon aufeinander abwiclcel- 
baren P-_~gchen, bei denen es konjugierte Liniensysteme gibt, die auf allen 
2'l~hen do" Schaz einander ents~rechen. 
Es mSgen die Gleichungen (1') eine solche Fl~chensclmr darstellen. 
? r t t Dann miissen a, a, b, fl', c, 7' Funktionen eines ,Biegungsparameters" t 
sein, die wir in bezug auf t differentiierbar voraussetzen wollen. Einem 
speziellen Wert~e to dieses Parameters entsprieht eine bestimmte Fl~ehe 
der Schar, die durch (1) dargestell~ werden mSge. Dana is~ es zur LS- 
sung unserer Aufgabe nStig, die Gleichungen (8), (9): 
(8) ~ (~ + ~)~ - ~ (a' + .')~ = (~ + z) (~ + ~), 
(9) (~  [dd V_ s~ ~ 
t t auf so]ehe Weise zu 15sen~ daI~ die Funkt~ionen a', a'~ b'~ /~ c, 7', m, /~ 
9 on t abh~iagig seien, nicht aber a, ~ b, ~, c, ~,, l, L Da wit gesehen 
haben, dab l, m, ~, ~ mR den iibrigen Funk~ionen durch keine lineare 
Rela~ionen verbunden sind~ so sind nur folgende Arten yon Rela~ionen 
zwisehen diesen fibrigen Funktionen m6ghch: 
1) a=0,  a '=0;  2) a=0,~'=0,  
3) a -~- h - ld ,  a-~ hd;  4) a + a= d T a" + k, 
wobei h, k yon t abhiingen. 
8etzen wir diese Kelationen in (8), (9) ein, so ergibl eine einfache 
Un~ersuehung, auf die wir bier niob~ eingehen wollen, dab unsere Auf- 
gabe nur dreierlei LSsungen zul~i~k Es sind die folgenden: 
(h) a=a'=O,  b=b'=O,  7=/~0,  Z=#=O.  
Hier nehmen O1. (8), (9) die Form an 
c~  + ~ + c ~ = ~'~ + ~'~ + c '~ + lm, 
d./ -- ~)  + d~ ~'  
~)+ ~ ~)+~,~/  
Die erste Gleiehung zerf~ll~ in die beiden anderen: 
c ~ ~ e "~ + lm+ h, 
~ + t~ ~ = a '~ + ~ - h, 
wobei he ine Konst~nte isk Veff~hrt man bier wie in (II, 1) w 12, so 
bekommt man 
Mathemat i~ohe  A .~na len .  LXIII. 6 
82 B. M~o~zi~owsm. 
1 d 1 
~' + r + h dv. 
c e' i d~rch c, c', I umtl fragen diese Aus~i ieko  Ersetzen wit bier ~-~ I ' l 
hi (1) ein~ so bekommen wit folgende Gleichungen mi~ dem Biegungs- 
y ----- 1 1/a p" + fl~ + h sin ~0, 
~J - -  ~ + ~ + h dr. 
Die Linion u = eons~, sinfl bier der xy-Ebene parallel; es sind Be-  
rfitmmgsUnien der umgeschriebenen Keg@ deren Spitzen auf der z-Achse~ 
liegen. Die Linien v -  consh sind ebene Kurven, deren Ebenen dutch  
die z-Achse hindurchgehen; sie sind Beriihrungslinien der umgeschrie- 
bench Zylinder, deren Erzeugenden parallel der xy-Ebene verlaufen. 
Die Fliichen (30) kSnnen aus Ro~ationsfl~chen rzeugt werden. Hag 
man eine Rotationsfliiche 
= F1/{do  x=- lcos~ y=ls in~,  z J Y tdu /  \du] du~ 
wobei ~0 den in (30) angegebenen Wer~ haL, so brauchg man nur die A,b- 
stlinde ibxer Punkte yon der Rotationsaehse im Verh~tnis 1/u-~-+ fl~+ h : 1. 
zu veriindeim, um die Fli~che (29) zu haben. 
Diese Fl~chen sind yon mir im Bulletin des Sciences Maghdmatiquos 
2. sgr.~ t. 15 ausfiihrlich behandelt worden. 
Se~z~ man in (30) a----cos v, fl----sin v, so entstehen die bekannise~a 
Biegungen yon Ro~ationsiii~chen. Setzt man abet 
a=Acosv ,  /~=~Bsinv, c=Cs inu ,   93  
wobei A~ ~B~ C ~7onstanten bedeu~en, so hat man aus (30) 
x - -  cos ~ yA~eos~v + B~sin~v + h cos ~o, 
y ---- cos u ]/'A ~ cos ~ v + B ~ sin S v + h sin ~, 
~0 = d ~-~ s~ ~ ~ s  ~ dv. 
parameter h: 
x = 11/~ + ~ + h cos ~, 
Aufeinander abwickelbare P-Fli~chen. 
Ffir h = 0 haben wir 
x ~= A cos u cos v , y = B cos u sin v , z --- C sin u.  
Demnach sind (31) Biegungen yon Mittelpunktsfliichen 2 t~ Ordnung. 
Wir gehen nun zur zweiten L~isung unserer Aufgabe fiber: 
is) 
turen c und fl', worauf die ersle Gleichung m + g liefer~. 
chungen (1) ergeben dann 
x ---- ah  + ah-  89  
+ +h-~)~]  av, l d a'l ~ ., 
f + (1 _ . )  
8B 
1,  ~ ' b '~  =7"  a=h-  a ,  a ha ,  b= O, 7 ~0,  1+ ~=1.  
Die Gleichungen (8), (9) verwandeln sich in 
a~(1 -- h ~) + a~(1 -- h -~) + fl~ + c ~ = fl'~ + c" + m + g, 
(~) (1 - -  h 2) + 'du /  \du /  ' 
dv/  \dv /  - -  \d r /  
Aus den beiden ]etzten Gleichungen bestimmt man dutch Quadra- 
Dis Glsi- 
Diese Gleichungen stellen aufeinander abwiekelbare Translations- 
ff~chen dar, mit dem Biegungsparameter h. Dieser Fall kann als Grenz- 
fall des vorangehenden be~rachtet werden, der en~steht, wenn wit in (30) 
die ~-Achse ins Unendliche rficken lassen, wie das in meinem oben 
zitier~en Aufsatze im Bulletin des Sciences Mathdmatiques gezeigt worden 
ist. Das konjugierte System (u, v) besteh~ hier aus zwei Scharen yon 
zylindrischen Linien, die parallel zu den xy- und xz-Ebenen verlaufen. 
Die dritte LSsung entspricht den u 
- -1  t t p (C) a-----h a, a fh~,  b=h- lb  ", ~--h~', c=h-lc ", r -~hr,  /+~- l .  
Hier erhalten' (8), (9) die Form 
(a S + b ~ + c~) (1 - h~) + (~ + ~ + r~) (1 - h- 3) __ ~ + ~, 
(d~ ~db~ (~?_  ~)  + [~)  + ~/  -- 0, 
( d~2 d~ ~ O, 
Die beiden letz~en Gleiehungen zeigen, da$ die Linien u----census 
und v ~ const. Minimalkurven sind; da sie sin konjugier~es System bilden, 
6* 
84 B. ~LODZI~OWSKn Aufeinander abwickelbare P-Fl~hen. 
So sind die dieser L6sung entsprechenden Fl~chen Minimalfl~chen. Um 
reelle Fl~chen zu h~ben~ mfissen wit u und v konjugier~ imagin~r nehmen, 
fdr a~ b~ c und ~ /3, 7 drei Paare konjugierter Funktionen dieser Ver- 
iinderliehen wiihlen und h -~ d k bei reellem k se~zen. Dann geben (1) die 
Gleiehungen yon aufeinander abwickelbaren Minimalfliichen 
(33) x = d~a + e- i~ ,  y = d~b + e -~,  ~ -= d~c + e-~7, 
mR k als Biegungsparameter. 
Die Fi~lle (A)~ (B), (C) sind~ abgesehen yon KegeLa und Zylindern, 
die einzigen, bei denen eine kontiauierliche Biegung yon _P-Fl~ichen in 
andere P-Fl~iehen mSglich isk Dieselben sind bereits 1866 yon Peterson 
angegeben worden. 
